“Rapport ZW 1952-009.

Enige methoden om random-nuinbers te maken. A

door
H.J.A. Dupare, C.G. Lekkerkerker, A. Nijenhuis en 7. Peremans.
§ 1. Toepassing van de stelling van Fermat.

Door Lehmer is opgemerkﬁ dat de stel ing van Fermat die zegt dat
ap"1 = 1(mod p)., een midcel biedt om bij speciaal te kiezen p en a'ran-
dom-numbers® op te leveren. Is nl. a een priiitieve wortel mod p d.w.zZ.
is a4 Z 1(mod p) voor 0 < d< p -1, dan vormen de p-1 getallen palt
(h = 091,2,...,p-2), waarbij p 4 b, een compleet restsysteem mod p oD
het getal O na . Deze getallen nu leveren bij grote D een verzameling,
die men “random~numbers® zou kunnen noemene.

Ook als a geen primitieve wortel is mod p, maar de periode van
a mod p (dit is de kleinste natuuflijke exponent g, waarvoor a® =1(moad p)
is) groot genoeg is, levert deze methode een bruikbaar resultaat op en
dat is ook het geval als a weliswaar niet priem is, maar de periode van
a nog voldoende groot is.

In de practijk is de reductie mod m eenvoudig als m = 10" + 1,
waarbij n een nader te bepalen natuurlijk getal is. Werkt men met de
ARRA, dan neme men bij voorkeur m = oh + 1.

Wij onderzoeken eerst even het geval dat m = 101 + 1 is.

. : T T
Ts m = 1001 = p,l1 coe pss, dan is de maximale periode van ec°..
T.
getal mod pil volgens de stelling van Buler, die zegt dat voor (a,t)=1

. r.-1
geldt a ¢ (%) =1(mod t), gelijk aan (pi—1)pil (i =1 ... 8), zodat de

periode van ieder natuurlijk getal ten hoogste gelijk is aan het K.G.V.
r.-1
der getallen (pi—1)pil (i =1 «..,s). Deze waximale periode geven wi]

san met L. Hieronder volgt een tabel, dat bij n = 1,2,3,¢.- de onthir
ding van m = 10" 1 geeft en tevens het K.G.V. dat dus periode L is.

S.

n ! , 5 A 7¢(P_1}> — ) 5L

1 3 6 6
2 32,11 6110 30
3 33.37 18436 36
4 32,101 65100 300
5 3%.41.271 645403270 1080
6 33.7.11.13.37 1856510512436 180
7 32.239.4649 6323834648  T11144
8 32.73.101.137 6:72;100:136 30600
9 3%.37.333667- - 543363333666 667332
10 32011.41.271-9091 6+104+40;27049090 109080

. n
Hierbij zij nog opgemerkt, cat uit p1f10n—1, dus 10 1 = 1(mod p1> ARGI

dat als het priemgetal p, geen factor is van 10d-1 met 0 d g n uit




p,=1
107

VOOT Doy PyyeeesPpy dan is het K,G.V, van de getallen

o
i

= 1(mod p1) volgt dat n|p,-1, dus py = 1(mod n), Geldt dit ook

s s, '
(p1—1)p1 1,»9.,(ph—1)phﬂ sanzienlijk kleiner dan hun product (nl. ten

hoogste gelijk aan hun product gedeeld door nh'1), dus L <-ﬁ§%f.
. n

Voor m=10"+1 gelden analoge beschouwingen. De factoren van 1041
zijn ook deelbaar op 102n—1. Treedt een factor p op in 1On+19 maar niet
in 10d+1 met 0 < 4 ¢ n, dan treedt p op in 1O2n—1 maar niet in 102d~1
met 0 € 4 < n. Immers zij c de kleinste exponent waarvoor 10° = 1(mo” -
dan is wegens 107 = —1(mod p) ook 10%7C =z ~1(mod p). Nu.is
1Op_1  -1(mod p), dus 2n | p=1. Is n-c > O, dan is ¢ | nec, dus c|n, maar
dan is wegens 10° = 1(mod p) ook 10" = 1(moc¢ p) in strijd met de onder-
stelling. Het is dus uitgesloten, dat n  c. Uit n-c < 0 volgt nu verder

1060 = _1(mod p), dus n|c-n, dus ¢ = 2n. Tegens c £ 2n is dan ¢ = 2n

7

waarmee de bewering bewezen is, Hieruit volgt p = 1(mod 2n). Ook voor
dit geval geven wij een tabel analoog aan de bovenstaande.

n o m %(pji) L

1 11 10 10
2 101 100 100
3 7e11.13 6:10:12 60
4 734137 725136 1224
5 11.9091 1059090 9090
6 101.9901 10049900 9900
7 11.909091 105909090 909090

Ts eenmaal een keuze voor m gedaan, dan dient achteraf nog ="
grondtal a te worden bepaald, waarvan de periode L is en niet klein~ .
Hierbij is het nietsnoodzakelijk, dat a een primitieve wortel is van
elk der getallens_pil9 maar slechts is vereist, dat het K.G.V. der
exponenten mod pil van a gelijk is aan L.

Bij m = 10°-1 is a = 7 bruikbaar. Hier is nl. L = 1080. Dat
factor 3 van L bij a = 7 nodig is blijkt uit 720 = ~1(mod 41), 3=
factor 5 van L nodig is blijkt uit 7825 -4(mod 41) en dat de factor &7
van L nodig is blijkt uit 790 = ~29(mod 271). Het getal 7 is echter
geen primitieve wortel mod 9 want 73 = 1(mod 9). De factoren 2 van ..
bleken echter door de factor 41 van m te worden vereist. Bij dit getax
m is echter a = 2 niet bruikbaar, want 220 = 1(mod 41), evenmin 3 we-
gens 330 = 1(mod 271) en evenmin 5> wegens 520 = 1(mod 41) .

Geheel analoge beschouwingen tredeﬁ op bij getallen m = gni1$
voor willekeurige g. Bij de ARRA is reductie mod m, zoals al wordt op-
gemerkt, eenvoudig als m = 2ni1, en ook als m = o', Deze drie gevall~:
gaan wij nader beschouwen.




Voor m = 2%=1 heeft men de volgende tabel

S
n m %P(pil) L
2 3 2 2
3 7 6 6
4 3.5 214 4
5 31 30 30
6 3.7 616 6
7 127 126 126
8 345.17 234416 16
9 TeT3 6:72 72
10 3011431 2410330 30
11 23.89 22388 88
12 32.5.7.13 61436312 12
13 8191 8190 8190
14 3.43.127 23423126 126
15 7.31.151 63303150 150.
16 3.5.17.257 234316:256 256
29 233.1103.2089 2324110232088 39672
30 3%.7.11.31.151. 331 61631033031501330 1650
en voor m = 2%+1 heeft men
1 3 2 2
2 5 4 4
3 3% 6 6
4 17 16 16
5 3.11 2410 10
6 5.13 4412 12
7 3.43 2342 42
8 257 256 256
9 33.19 18.18 18
10 52,41 20440 40
11 3.683 2:682 682
12 17.241 164240 240
13 3.2731 232730 2730
14 5.29.113 43283112 112
15 3%.11.331 63103330 330
16 65537 65536 65536
29 3.59.3033169 2:58;3033168 3033168
30 52.13.41.61.1321 20+12440:6031320 1320



De ARRA reduceert verreweg het eenvoudigste mod 230t1 of mod 230

Nu dig bij 23031 de periode L echter vrij klein. Iets ingewikkelder, maar

29 229

toch nog goed uitvoerbaar verloopt reductie mod 2°7+1. Bij m= -1 kan

men a=3 nemen, want
116

de factor 8 in L is noodzakelijk wegens 3 = ~1(mod 233)-

" i g w o " " 3696: 826(mOd 2089);
" " 19 i it i n 358 = 620(mod 1103);
1 3 29 1 i " n 38 = 37(’(110(3 233>.

In het geval dat m = 029 1 moet men a £ 2 nemen, want 2 heeft uiter-
sard de periode 583 ook is a=3 uitgesloten. Echter ig a=5 evenmin bruik-
baar want de factor 16 van L treedt in de periode van 5 niet op wegens

52 = 1(mod 3033169). Het getal a=7 is echter wel bruikbaar, want
de factor 16 van L = 3033168 = 24.3.29.u179 is noodzakelijk wegens
750 = _1(mod 3033169); 1r,

de factor 3 is noodzakelijk wegens 73 = 1554651(mod 3033169);

wo w29 " u 72 =49(mod 59) en

@ wop179 @ " v 71292 - 4511637(mod 3033169) .

2n

Wij beschouwen thans nog het geval dat m= wordt gekozen.

Ferst bewijzen wij de volgende hulpstelling.

c
Zij p een oneven priemgetalIs c de kleinste exponent met a = 1(modr%

k‘1)

en is a® #-1(mod P dan is pc de kleinste exponent med aPC= 1(mod p

en apo; 1(mod p

Bewijs: Zij d de kleinste exponent met 2% = 1(mod p +1) dan is d £ ¢

d:E k)

en verder is dan a 1(moé p dus cld. Zij @ = ec. Tegens a® = 1+pkv,

d 1{+1)

waarin p4 v, is dan a~ = (1+7p Ko)e = 1+pkve(mod D dus p\ve, dus

ple. egens e = 1 is dan e = p. Inderdaad is aPC = (1+pkv) = 1(mod pﬁ+1)

en verder is af® = (1+p L - 1+pk+1v # 1(mod pk+2) wegens p)ﬁWh

Gevolg: Is c de kleinste exponent met a® = 1(mod p) en is n de grootste

exponent met afz= 1(mod '), dan is de exponent van a mod o° (veor
¢

k > n) gelijk aan pk Do,

Voor p=2 luldt de stelling iets anders. Is c de kleinste exponent
k+1) dan is 2c¢ de kleinste expo-
k+2y nits k2 2.

Het bewijs van de eerste bewering loopt geheel als boven en wat de
tweede bewering betreft, merke men op dat uit a® = 1425y met 2 4 v volgt

a?C = 1+2k+1v+?2k 2 Z 1(mod oK*2y nits 2k > k+1, dus k > 1.

Gevolg: Is c de kleinste GXponent met a® = 1(mod 4) en is n de grootste

met a = 1(mod 2 ) en is a®# 1(mod 2

nent met 8¢ = 1(mod oK1y en alc = 1(mod 2

——

exponent met a® = 1(mod 2 ny . dan is voor k > n .. .g de kleinste

exponent d(2k) met al = 1(mod oK) gelijk aan d(2 oK)y = of

+4




-

Voor p=2 geven wij ook hiervan een tabel.

a_c_ . n a(k)
;o 3 k2
5 1 o  oK-?
7 2 4 2%3
g 1 3 K3
11 1 3 o3
13 1 2 oK
15 2 5 ok
17 1 4 okt
19 2 3  2F?
01 1 o ok?

39 Yan net getal 3 is dus gelijk aan 228=268435456o

Ten slotte zij nog opgenerkt da; de pe;iode mod m van een getal a
in het g@vgl at m ge priemontbinding Py 1.eeps % bezit, het K.G.V. ig
der perioden mod Py 1 van a, @lc op de bovengenoecmde wijze sarenhangen
met de perioden ven a mod p; molf (i=1,...,8).

De periode mod 2

1 . S . .
§2. Toepassing van deé rij van Fibonacci.

en andere methode om “random-numbers® te maken, bestaat daaruit

dat men de recurrente betrekking ° z,aun(mod ) vervangt door een iets

1
n+1

ingewikkelder recurrente betrekking, waarbij u,. afhangt van UpqsBgonreee

n

11 beschouwen het eenvoudige geval, dat R

Illen krijgt dan de reeks van Fibonacci. Om deze nader te bestuderen voeren
wij het getal «¢,>1 in, dat voldoet aan cu2 - )= 1 = 0. De andere wor-

t U, o enu, = Os u1:1.>

tel dezer vergelijking noemen wij ¢o. Zoals men — zo nodig door volledige
inductie -~ inziet, gelden dan de volgende bekende eigenschappen

{—5:2(».)—1; (,\)2: L0+ ']:--JC:;':G‘)_']“ L) + (.AJ:'I‘; o) = =1,
i .
O = U + U ¢
i n “’ n-1
wn_on
Up = )=t
2 2
== .««' fod + ']
Yon 41 Uy T Upqd Yoy un(un+‘l un-‘l)’
u o
w, | w,, als n|m

7ij beschouwen de getallen u,  gereduceerd mod p. Zij c het kleinste

natuurlijke getal waarvoor U, = 0(mod p). Dus C = Uy W+ Uy ;;uc+ﬁmﬁ )
. :

Z2ij d willekeurig met (% = a(mod p), waarbij a geheel rationaal « Zij

d = ce+r met O ¢ r < d. Dan is PRI PR 5Aaduc+1_e(mod D), dus

ook Q)r is mod p congruent met een rationaal getal. Vegens de minimaal-
eigenschap van ¢ is dan r=0, dus d=ce.
2ij verder C de kleinste exponent met QJC = 1(mod p). Dan is dus
X+1 = 1(mod p). Immers
v ve

c X -
= . = (48] - = y . = ) —
o Uy (0 + U,y Ub + Ul g u, = uo+1(mod p). Dus Ugpq = ©

¢]Cs Zij C = vc. Dan is v het kleinste getal met u




c

= (o = 1(mod p) en als w < v is uc+1 = (uVC ; 1(mod p) wegens de mini-

maal elgenschap van C = vc 7 wc. Is omgekeerd v de kleinste exponent

met uc+1 =1(mod p), dan is ov de kleinste exponent met (»°' = 1(mod D).
Immers uz+1 = >V = 1(mod p) en als o =z 1(mod p) met C ¢ cv en C mi-
nimaal, dan gold wegens °' = 1(mod p) de betrekking c|Clev dus C = we
met w < v. Dus éuc = a7 5‘uz+1 = 1(mod p) in strijd met de minimaal

" eigenschap van v.

Wij onderstellen vervolgens dat p = +1(mod 10). Dan is (2) = +1
-1 X

dus 5 ° = 1(mod p), dus (2 )P = 1(noa p) dus (2¢)-1)P = 20=1(mod p),
dus 2P 0P = 1 = 20-1(mod p), zodat men wegens pP-1 = 1(mod p) krijgt
P =1 (moa p). Men heeft dus ¢|C|p-1. Omgekeerd: is C)p-1 dan is
WLz 1(mod p), dus P = 1 (moa p), dus (2aJ—1)p_1 = 1(mod p) dus
=1
5 2 = 1(mod p), dus p = + 1(mod 10). p=1

Is echter p = + 3(mod 10),dan is (5) = -1, dus 5 2 = =1(mod D),

dus (200-1)p_1'2.—1(mod p), dus (2c-1)P= 1=2¢o(mod p), dus wegens

pP-1 = 1(mod p) krijgt men in dit geval cw® = 1-/J(mod p), dus QJP+15
=y S = -1(mod p), waaruit volgt dat C|2p+2, C-+p+1. Omgekeerd is

C|2p+2, maar C { p+1, dar is L2P*e = 1(mod p), maar P % 1(mod p),

dus 1,2+ = -1(mod p) (omdat p priem is in de ring k(<) en omdat deze

ring een hoofdideaalring is), dus (¥ = - f%-= 1 = ¢)mod p), dus

(200 =1)P = =1(mod p), aus (%) = -1, dus p= + 3(mod 10). In dit geval is

wegens C {p+1 zeker c # C, dus v £ 1.

De factorisatie van de getallen Uy, wordt vergemakkelijkt aller-
eerst door de eigenschap un}uN voor n|N. Verder treedt een priemfactor
p op in u, waarbij n = c(p), maar niet in w, met m £ n.
= +1(mod 10). Dan is dus n | p=1, dus p-1 = nw = O(mocd 10);

Zij p =

bij p = =1(mod 10) heeft men n! p-1, dus p-1 = nw = 8(mod 10);
" p = +3(mod 10) ¢ on | p+rt, " p+l = nw = 4(mod 10);
" p = ~3(mod 10) " " n|p+l, " p+1 = nw = 8(mod 10).

Het getal p-1 of p+1 is dus een deler van die veélvouden van n, die
= 0,4 of 8(mod 10) zijn. B.v.s n=23+ w =28657. Men kan het onderzoek als
steeds beperken tot priemgetallen p, dle <;\75éég7 zijn. Men zoeke veel-
vouden van 23, die eindigen op 0,4 of 8. Bij het eerste geval is het klein-
ste veelvoud 230, maar 231 is niet priem. Bij het tweede geval is het
kleinste veelvoud 184, maar ook 183 is niet priem. In het derde geval
is het kleinste veelvoud 138. Dan is p=137 of 139, maar geen dezer getal-
len blijkt deelbaar te zijn op 28657.Tet getal u,, 1is cus ondeclbaar.
Bij n=37, un = 24157817 zoeke men dus veelvouden van 37, die eindi-
gen op 0,4 of 8. Reeds 74 levert ons p = 73 en inderdaad is 73 | Usge
Ook het veelvoud 148 van 37 levert onse een priemgfactor, nl. 149, van Uyqge
Dat Uy 3 73.149 = 9349 priem is, volgt nu reeds uit het feit, dat 7319349.
Wij onderzoeken thans het gedrag der getallen c, C en v nader. Wij

(mod p), dus (L° = (mod p), dus w = (0080)%=

c
weten (o~ = Yot c+1

= Yoy




4
c+1
Thans onderscheiden wij drie gevallens

= (=) %(mod p), derhalve u = 1(mod p) dus vid.

1. ¢ oneven. Dan is u§+. 3 -1(mod p), dus v = 4.

2. ¢ = 24, 4 oneven. Dan is " o+, = 1(mod p), dus Uy, 1S i 1(mod p). Was
U,,q I =1(mod p), dan was "% = .,° =u, 4z == ( )¢ (moa D), dus
na vermenigvuldiging met (—é:)d kreeg men ~) = = oa (moé p), dus ("
was rationaal (mod p) in strijd met de minimaliteit van c. Bijgevolg
is Ug,q = 1(mod p), dus v = 1.

3. ¢c =243, d even. Dan is u§+1?s 1(mod p), dus u csq % 1(mod p). Was
uc+1 = +1(mod p),_?gn was ) = EJC £ uc+1 =z 1(mod p),ddus na verme-—
nigvuldiging met <~ kreeg men ‘.= (mod p), dus 4 was rationaal

(mod p) in strijd met de minimaliteit van c. Bijgevolg is Ugpq =

= =1(mod p), dus v = 2.

Wij krijgen dus, lettende op C = cv, het volgende overzicht:
o(mod 4) v ,iC(mod 3)
+1 { s 4
o | 2 | 0
o L1 42

Wij onderscheiden nu verder de volgende gevallen:

Is p = 11 of 19(mod 20), dan is zoals wij zagen C|p-1, dus omdat
4 4p=1, is dan v = 1. Is p=3 of 7(mod 20), dan is zoals wij zagen '
Ci2(p+1), maar o«{p+1. Dus C bevat meer factoren 2 dan het getal p+1,
dat er tenminste 2 bevat. Bijgevolg is dan 8|C, dus v = 2. Is p =13 of
17(mod 20), dan is eveneens C|[2(p+1) en CJ} p+1, dus C bevat 1 factor 2
meer dan het getal p+1, dat er juist 1 bevat. Dus 4[C, 8fC. Bijgevolg is
dan v = 4.

Is p= 1 of 9(mod 20), dan kan v = 1, 2 of 4 zijn. Het geval v =2
leidt tot 8}C_p— , dus p= 1 of 9(mod 40). Wij krijgen dus het volgende
overzicht

p(mod 20) v i _c(mod 4) C(mod 8) | Opmerkingen
1 1,2,4 | 0,+1,2 | 0,%2,4 v = 2 slechts bij p = 1(mod 40)
3 2 0 o)
7 2 0 0
9 1,2,4 0,+1,2 0,+2,4 v = 2 slechts bij p = 9(mod 40)
11 1 2 32 |
13 ‘, 4 +1 4
17 ! 4 +1 4
19 | 1 | 2 . w2

-

Voor p=2 heeft men voorts c=33 C=3 en voor p=5 tenslotte o=5:C=20.
Is de periode C=C(P) voor p#£2 bekend, dan volgt hieruit op precies de-
zelfde wijze als boven geschied is dat C(pk) = pk“nC(p), als n de groot-
ste exponent is met p ;( IC ~ 1. Voor p=2 heeft men weer het iets afwij-
kende resultaat C(ZK) = ok~ 0(4), want C(4) = 6 en Cu6
door 4, maar niet door 8. Dus C(2 ) = k'o -1,

o6 = 3'2
len p zijn, waarvoor pgf M)C(P)-1 onderzoeken wij hier niet nader.

-1 is derlbaar
Of er priemgetal-




Wij geven hieronder een staatje van de getallen c en C voor de
priemgetallen P, waarbij alle .getallen de bovenbeschouwde exponent n=1
is.

D ... C__ v O U < C v
3 4 8 P 11 10 10 1
7 8 16 2 19 18 18 1
13 7 28 4 29 14 14 1
17 9 36 4 31 30 30 1
23 24 48 2 41 20 40 P
37 19 76 4 59 58 58 1
43 42 48 2 61 15 60 4
cw AT 16 32 2 71 70 70 1
53 27 108 4 79 78 78 1
67 68 136 2 89 11 44 4
73 37 148 4 101 50 50 1
83 84 168 2 109 27 108 4
97 49 196 4 409 204 408 2
103 104 208 2
107 36 72 2
113 19 76 4
127 64 128 2



